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Funzioni differenziabili. Definizione ed esempi

FUNZIONI DIFFERENZIABILI - DEFINIZIONE

Definizione 1. Sia Q C R? un aperto e F : Q — R una funzione. Diciamo che F ¢ differenziabile nel
punto Xo € Q se esiste un vettore v € R? tale che

F(X) = F(Xo) +v- (X = Xo) + o(| X — Xol),

ovvero se
lim F(X) - F(Xo) —v- (X — Xo)

=0.
X—Xo | X — Xo|

DERIVABILITA E GRADIENTE DI UNA FUNZIONE DIFFERENZIABILE

Teorema 2 (Le funzioni differenziabili sono anche derivabili). Siano Q C R? un aperto ed F : Q — R
una funzione differenziabile in un punto (xo,yo) € 2, ovvero tale che

F(x,y) :F($0,y0)+v'(Ifﬂﬁo,y*yo)+0(‘($*$0,y*yo)|>,

per un qualche vettore
v = (a,b) € R%

Allora F ¢ derivabile in (x0,y0), ovvero esistono le derivate parziali

oF v Fxo +t,y0) — F(zo, o)
5 (%0 ¥o) := lim "
oF o F(xo,y0 + 8) — F(x0,v0)
Gy (0-w0) = g . |
Inoltre,
OF oF

_ , = —_ 5 — b,
Oz (z0,90) = a € By (0, o)
o in altri termini v é il gradiente di F' in (zo,yo):

v = VF(x0,y0)-

Corollario 3. Siano 2 C R™ un aperto ed F : @ — R una funzione derivabile in un punto
Xo € Q. Allora, F ¢ differenziabile in Xg se e solo se
i LX) — F(Xo) — (X — Xo) - VF(Xo)
X—Xo | X — Xol

= 0. (1)

Dimostrazione. Osserviamo che se vale (2), allora F & differenziabile per definizione.
Viceversa, se F ¢ differenziabile, allora esiste v € R? tale che

F(X) - F(Xo) —v- (X — Xo)

li = 0. 2
XX X — X0 @
Ma allora per Teorema 2, abbiamo che v = VF(X)). O




DIFFERENZIABILITA E CONTINUITA

Teorema 4 (Differenziabile = continua). Siano Q un insieme aperto di R? e sia F : Q@ — R una
funzione. Se F é differenziabile nel punto Xg € Q, allora F é continua in Xg.

Dimostrazione. Per ipotesi, abbiamo che

. |F(X) = F(Xo) — (X — Xo) - VF(Xo)|
e X — Xo =0 3)

Usando la disuguaglianza triangolare e la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, abbiamo

|[F(X) — F(Xo)| < |F(X) — F(Xo) — (X — Xo) - VF(Xo)| + [(X — Xo) - VF(Xo)|
’|F(X) — F(Xo) — (X — Xo) - VF(Xo)|

s =X | X — Xo|

+ (X = Xo)| [VF(Xo).

Di conseguenza, usando (3) ed il fatto che Xlin}l{ |X — Xo| =0, otteniamo che
—A0

I ~ F(Xo)| = 0.
Jm [F(X) = F(Xo)[ =0 =

Esempio 5. La funzione

Ty
py | R @V EOO

0 se (z,y)=1(0,0)

non € continua in zero e di conseguenza non e differenziabile in zero.

SOMMA E PRODOTTO DI FUNZIONI DIFFERENZIABILI

Teorema 6 (Somma e prodotto di funzioni differenziabili). Siano Q un insieme aperto di R? e siano
F:Q—=ReG:Q—= R due funzioni differenziabili nel punto Xg € Q. Allora:

(a) la somma F + G ¢ differenziabile in X e
V(F+G)=VF+VG.
(b) il prodotto FG ¢ differenziabile in Xg e
V(FG) = GVF + FVG.

Dimostrazione. Per ipotesi, abbiamo:

|[F(X) - F(Xo) — (X = Xo) - VF(Xo)|

P X — X =0 @
lim |G(X) - G(Xo) — (X = Xo) - VG(Xo)] _0 (5)
X—Xo | X — Xo '

Il punto (a) segue dalla disuguaglianza triangolare. Infatti,

[(F+G)(X) = (F+G)(Xo) - (X — Xo) - (VF(Xo) + VG(Xy))|

P X — X
C o [P0 - FOX) - (X - Xo) - TF(Xo)|
< lim
X—Xo | X — Xo
. |G(X) — G(Xo) — (X — Xo) - VG(Xo)|
+ lim = 0.
X—Xo |X — Xo|



Per mostrare il punto (b), consideriamo il vettore
v =F(Xo)VG(Xo) + G(Xo)VF(Xp),
F(X)G(X)—F(X0)G(Xo) — (X — Xo) - (F(XO)VG(XO) + G(XO)VF(X0)>
= G(X) (F(X) ~ F(Xo) — (X — Xo) - VF(X0)>
+ (X = Xo) - VF(Xo) (G(X) — G(X0))
+ F(X0) (G(X) = G(Xo) = (X = Xo) - VG(Xo)) = (1) + (IT) + (I11).

Ora, siccome G ¢ differenziabile in X, abbiamo che & anche continua in Xy e quindi ¢ localmente
limitata, ovvero esistono C' > 0 e r > 0 tali che

G(X)<C perogni X € B,.(Xp).

Di conseguenza, usando la locale limitatezza di G e (4), otteniamo che

- GUO(FO0) — F(X0) — (X — Xo) VF(Xo))

= 0.
X—Xo |X — Xo|

Per calcolare il limite
I
X=X | X — Xo|’

usiamo la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz e la continuita di G:

(X = Xo) - VF(X0) (G(X) - G(X0) )|

lim

< Jin [VF(X0)[|G(X) - G(Xo)| =0,

X—=Xo | X — Xo| X—Xo
Infine,
] GRG0 - G) - (X - Xo) VG(X)|
X0 | X — Xo| | X—ko X — X -
e quindi
lim |F(X)G(X) — F(X0)G(Xo) — (X — Xp) - v .
X—Xo | X — Xo| '

Corollario 7. I polinomi sono funzioni differenziabili.

UNA FUNZIONE CONTINUA E DERIVABILE MA NON DIFFERENZIABILE

In uno dei capitoli precedenti abbiamo visto un esempio di una funzione derivabile in ogni punto di
R? (zero compreso) ma con una discontinuita in zero. Il seguente & un esempio di una funzione continua
e derivabile in ogni punto di R?, ma non differenziabile in zero.

Esempio 8. La funzione

Flz.y) \/;yTZP se (w,y) # (0,0),
z,Y)=

0 se (x,y)=(0,0),

¢ continua su R?, derivabile in ogni punto, zero compreso, ma non ¢ differenziabile in (0,0).



Derivabilita. Fissato un x € R diverso da zero, la funzione di una variabile y — F(x,y) é derivabile
in y. Analogamente, fissato un y € R diverso da zero, la funzione di una variabile x — F(x,y) ¢é
derivabile in x. Quindi basta verificare la derivabilita in (0,0). Siccome

F(z,0) =0 per ogni z€R,
F(0,y) =0 perogni y€R,
otteniamo che esistono e sono nulle le derivate parziali

F(h,0) - F FO.kE)—F
0.F(0,0) = Jim (,o)h 0.0 _, . ,F(0.0) = Jim (0, )k (0,0)
- —

=0.

Continuita. La funzione xy che |(z,y)] = /2% 4+ y? sono entrambe continue, quindi basta verificare
che la funzione F' sia continua in zero. In coordinate polari, x = pcos@ e y = psinf, abbiamo che

pcosfpsinf
p

Siccome, sin@ e cosf sono funzioni limitate su [0,27], abbiamo che

F(pcosf, psinf) = = pcosfsinb.

lim { sup |F(pcos@,psinf) — F(0,0)]} < lim p = 0.
p=0 L gefo,2q] p—0

Di consequenza, F' é continua anche in (0,0).

Differenziabilita. Siccome abbiamo gia dimostrato che la funzione F ¢ derivabile in (0,0), abbiamo
che:

F(x,y) — F(0,0) — (z,y) - VF(0,0
F ¢ differenziabile in (0,0) < lim [P y) 0,0 - @) (©.,0)|
(z,9)—(0,0) Va2 +y?

Ora, siccome F(0,0) =0 e VF(0,0) = (0,0), abbiamo

= 0.

F' é differenziabile in (0,0) <& lim M =0.
(z.y)—=(0,0) \/x2 + 32
Si tratta quindi di studiare il limite
. |F(z,y)]
im ==
(z.9)—=(0,0) \/22 + y?
In coordinate polari abbiamo
Fz,y) _ 1
——== =sinfcosf = — sin(20).
2+ y? 2
St ha quindi che
F(pcos6, psin) = - inf  F(pcost, psin @) = ——
su cosf, psinf) = — e in cosf, psinf) = ——.
ee[ogw] P P 2 9€[0,27] p P 2

Di consequenza

1 1
limsup{ sup F(pcos@,psin@)} == e liminf{ inf F(pcos@,psinﬁ)} =——,
p—0 L 0€[0,27] 2 p—0  Loel0,2n] 2
e quindi il limite
. F(z,y)
im =2

non esiste. Di consequenza, F non e differenziabile in zero.

Esercizio 9. Quali delle funzioni sequenti sono differenziabili in zero ¢

x2
Way+y’s @) Val+y (3)@2%2; (4)\/952yTy2.
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FUNZIONI OMOGENEE DIFFERENZIABILI

Esercizio 10. Sia F : R? — R una funzione 1-omogenea e tale che F(0) = 0.
Allora F' e differenziabile in zero se e solo se

FX)=v-X
per un qualche vettore v € R?.

Dimostrazione. Segue direttamente dai risultati della sezione precedente. Infatti, siccome Xg =0 e F
¢ l-omogenea, abbiamo che

F(rX+Xo) F(rX)

F.(X):= = = F(X).
(X) . "2 )
Quindi
lim { sup |F-(X) —v'X\} = lim { sup |F(X) —v-X|} = sup |F(X)—v-X]|.
=0 (XeB =0 (xeB, XeB
Di conseguenza F' ¢ differenziabile in zero se e solo se F(X) =v - X. O

Esercizio 11 (F). Sia P € R[z,y| un polinomio 2-omogeneo. Dimostrare che la funzione

P(z,y)

F(CE,y) =

e continua, ma non ¢ differenziabile in zero.

FUNZIONI DIFFERENZIABILI - ESERCIZI

Esercizio 12. Consideriamo la funzione F : R? — R

x|yl
F(z,y) ={ Va2 +y?

0 se (z,y)=1(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.

(e) Per ogni (z,y) € R2, la funzione
t — F(tz,ty)

e derivabile in zero.

(f) F ¢é continua in zero.



Esercizio 13. Consideriamo la funzione F : R? — R
Yy

2 2

Fla,y) =" TV

0 se (z,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?
(a) F ¢é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.
(e) F é continua in zero.

(f) F é limitata.

Esercizio 14. Consideriamo la funzione F : R? — R

l’y2

Flay) = Zag ¢ 000

0 se (z,y)=1(0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.
(e) F é continua in zero.

(f) F é limitata.

Esercizio 15. Consideriamo la funzione F : R? = R
7y
F(z,y) = ¢ #2407

0 se (z,y)=1(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?
(a) F ¢é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.

(e) F ¢ continua in zero.

(f) F é limitata.



Esercizio 16. Consideriamo la funzione F : R? — R
222

F(a,y) =4 > +12

0 se (xz,y)=1(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.
(e) F ¢ continua in zero.
(f) F é limitata.
Esercizio 17. Consideriamo la funzione F : R? — R
xy? — ya?
2 1 .2
Flz,y)=4{ ¥ TV
0 se (z,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?
(a) F ¢é derivabile in zero.
(b) F ¢ differenziabile in zero.
(¢c) F ¢ di classe C* in R?
(d) F ¢ di classe C? in R?
(e) OryF(0,0) = 0y F'(0,0).
Esercizio 18. Consideriamo la funzione F : R? - R
v* V|
F(w,y) = =%+ 97
0 se (x,y)=1(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(c) Il gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.
(e) F ¢ continua in zero.

(f) F ¢é limitata in By.



La seguente proposizione sara utile per gli esercizi successivi.
Proposizione 19. Siano F:RY - R e G : R = R due funzioni tali che
F0)=G(0) e FX)-GX)=o(X]).

Allora, F ¢ differenziabile in zero se e solo se lo ¢ G.

Dimostrazione. Supponiamo che F sia differenziabile in zero, ovvero

|F(X) = F(0)— X - VF(0)|

iy X =0
e che
. |F(X) = G(X)
F(0) = G(0) e )l(lglo X =0.

La differenziabilita di GG, segue dalla disuguaglianza triangolare:

i |G(X) — G(0) — X - VF(0)|

X550 X

|F(X) = F(0) — X - VF(0)| - lim |G(X) — F(X)|
X0 | X| X0 | X|

=0. O

Esercizio 20. Consideriamo la funzione F : R? - R
y? sinx

Flz,y) =4 ©* T

0 se (z,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?
(a) F ¢ derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.
(e) F ¢ continua in zero.

(f) F é limitata.



Esercizio 21. Consideriamo la funzione F : R? — R
sin(zy)

Flay) =@+

0 se (z,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?
(a) F ¢é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.
(e) F ¢ continua in zero.

(f) F é limitata.

Esercizio 22. Consideriamo la funzione F : R? = R
sin(xy?)
Fle.y) = \/ﬁ se (z,y) #(0,0)
0 se (z,y)=1(0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?

(a) F é derivabile in zero.

(b) VF(0,0) = (0,0).

(¢) 1l gradiente in zero non é definito.

(d) La funzione é differenziabile in zero.

(e) F ¢ continua in zero.

(f) F é limitata.

Esercizio 23. Consideriamo la funzione F : R? — R
w2y?

Fla,y) =@+

0 se (z,y9)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) F é differenziabile in zero.

(e) F ¢ continua in zero.



Esercizio 24. Consideriamo la funzione F : R? — R

ny

F(z,y) = ¥+
0 se (z,y9)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) F é differenziabile in zero.

(e) F ¢ continua in zero.

Esercizio 25. Consideriamo la funzione F : R? = R

l’y3

Floy) =@ +v"
0 se (x,y) = (0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non ¢ definito.

(d) F é differenziabile in zero.

(e) F ¢ continua in zero.
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Dagli appelli precedenti
Esercizio 26 (Gennaio 2021 - versione 1). Consideriamo la funzione F : R? — R

sin(zy?)
Flao,y) =4+
0 se (z,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) F ¢ di classe C' su R2.
(e) F ¢ di classe C' suR?\ {(0,0)}.
(f) La funzione é differenziabile in zero.
(9) F ¢ continua su R?\ {(0,0)}
(h) F é continua in zero.
(i) quando v = (1,1), la derivata direzionale 0,F(0,0) esiste ed é uguale a zero.
(j) quando v = (1,1), la derivata direzionale 0,F(0,0) non esiste.
(k) quando v = (1,1), la derivata direzionale 0, F(0,0) esiste ma ¢ diversa da zero.

Esercizio 27 (Gennaio 2021 - versione 2). Consideriamo la funzione F : R? — R

e —1
Flo.y) = { Vo7

0 se (z,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) F ¢ di classe C' su R2.
(e) F ¢ di classe C' suR?\ {(0,0)}.
(f) La funzione é differenziabile in zero.
(9) F ¢ continua su R?\ {(0,0)}
(h) F é continua in zero.
(i) quando v = (1,1), la derivata direzionale 0,F(0,0) esiste ed é uguale a zero.
(j) quando v = (1,1), la derivata direzionale 0,F(0,0) non esiste.

(k) quando v = (1,1), la derivata direzionale 0, F(0,0) esiste ma ¢ diversa da zero.

11



Esercizio 28 (Febbraio 2021 - versione 1). Consideriamo la funzione F : R? — R definita come

x sin(xy)

F(0,00=0 e F(x,y)=$2+y2

se (z,y) # (0,0).

Quali delle affermazioni sequenti sono vere? Perché?
(1) F é derivabile in zero;
(2) VF(0,0) = (0,0) ;
(3) Il gradiente in (0,0) non é definito;
(4) F ¢ di classe C! suR?;
(5) F ¢ di classe C' suR?\ (0,0);
(6) F é differenziabile in zero;
(7) F ¢ continua su R?\ (0,0);
(8)

8) F' ¢ continua in (0,0);

3}
(9) sev=(1,1), allora la derivata direzionale 0,F(0,0) = n OF(tv) esiste ed € uguale a zero;
t—
. o 0 .
(10) se v = (1,1), allora la derivata direzionale 0,F(0,0) = pn OF(tv) non esiste;
=
0
(11) se v = (1,1), allora la derivata direzionale 0, F(0,0) = n OF(tv) esiste ma ¢ diversa da zero.
t—

Esercizio 29 (Febbraio 2021 - versione 2). Consideriamo la funzione F : R? — R definita come

F(0,0)=0 e F(m,y):m se (z,y) # (0,0).

Quali delle affermazioni sequenti sono vere? Perché?
(1) F é derivabile in zero;

(2) VF(0,0) = (0,0);
(3) Il gradiente in (0,0) non é definito;
(4) F ¢ di classe C! suR?;
(5) F ¢ di classe C' suR?\ (0,0);
(6) F é differenziabile in zero;
(7) F ¢ continua su R?\ (0,0);
(8)

8) F é continua in (0,0):

d
(9) se v=(1,1), allora la derivata direzionale 0, F(0,0) = F(tv) esiste ed é uguale a zero;

otli=o
(10) se v = (1,1), allora la derivata direzionale 0,F(0,0) = gt 1t_OF(tv) non esiste;
(11) sev = (1,1), allora la derivata direzionale 0,F(0,0) = N OF(tv) esiste ma € diversa da zero.
t=
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Esercizio 30 (Aprile 2021 - versione 1). Consideriamo la funzione I : R? — R definita come
22 sin(2y)

F(0,0):O € F(Jj,y): x2+y2

se (x,y) # (0,0).

Quali delle affermazioni sequenti sono vere? Perché?
1) F é derivabile in zero;

2) VF(0,0) = (0,0);

3) F é derivabile su R?;

(1)
(2)
3)
(4) F ¢ derivabile su R? e le sue derivate parziali 0,F e 0yF sono funzioni continue su R?;
(5) F ¢ derivabile su R?, ma le sue derivate parziali O, F e Oy F' non sono funzioni continue su R?;
(6) F ¢ differenziabile in zero;

(7) F ¢ continua su R?;

(8)

8) F ¢ continua in tutti punti di R? tranne 'origine (0,0);

(9) sev=(2,1), allora la derivata direzionale 0,F(0,0) = gt OF(tv) esiste ed € uguale a zero;
t—
: o 0 .
(10) sev = (2,1), allora la derivata direzionale 0,F(0,0) = 5 t_OF(tv) non esiste;
(11) se v = (2,1), allora la derivata direzionale 0,F(0,0) = 8675 OF(tv) esiste ma e diversa da zero.
t—

Esercizio 31 (Aprile 2021 - versione 2). Consideriamo la funzione F : R? — R definita come

xy cos(x)

F(0,0)=0 e F(x7y):W

e (z,y) # (0,0).

Quali delle affermazioni sequenti sono vere? Perché?
1) F é derivabile in zero;

2) VF(0,0) = (0,0);

3) F é derivabile su R?;

(1)
(2)
3)
(4) F ¢ derivabile su R? e le sue derivate parziali 0,F e 0yF sono funzioni continue su R?;
(5) F ¢ derivabile su R?, ma le sue derivate parziali O, F e Oy F' non sono funzioni continue su R?;
(6) F é differenziabile in zero;

(7) F ¢ continua su R?;

(8)

8) F ¢ continua in tutti punti di R? tranne 'origine (0,0);

(9) sev=(2,1), allora la derivata direzionale 0,F(0,0) = En OF(tv) esiste ed € uguale a zero;
t—

(10) se v = (2,1), allora la derivata direzionale 0,F(0,0) = % t_OF(tv) non esiste;

(11) sev = (2,1), allora la derivata direzionale 0,F(0,0) = —| F(tv) esiste ma é diversa da zero.

Ot lt=0
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Esercizio 32 (Giugno 2021). Consideriamo la funzione F : R? — R,
LY

Flz,y) = 22 4 5y?

0 se (z,y) =(0,0).

se (z,y) # (0,0),

(a) Calcolare le derivate parziali 0,F(0,0) e 9,F(0,0).
(b) E vero che la funzione & differenziabile in (0,0)? Perché?

Esercizio 33 (Giugno 2021). Consideriamo la funzione F : R? — R,

3

F(z,y) = { **+5y°
0 se (z,y)=1(0,0).

se (z,y) # (0,0),

(a) Calcolare le derivate parziali 0,F(0,0) e 9,F(0,0).
(b) E wero che la funzione ¢ differenziabile in (0,0)? Perché?
Esercizio 34 (Luglio 2021). Trovare una funzione F : R? — R tale che:

e I ¢ differenziabile in ogni punto (z,y) # (0,0);

F ¢ continua in (0,0);
e I ¢ derwabile in (0,0);
e F non ¢ differenziabile in zero.
Spiegare perché la funzione trovata ha queste proprieta.
Esercizio 35 (Settembre 2021). Trovare una funzione F : R? — R tale che:
e F ¢ continua e derivabile in (0,0);
e F non ¢ differenziabile in zero.

Spiegare perché la funzione trovata ha queste proprieta.
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